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Capitulo | — Vetores Cartesianos

Sistemas de Coordenadas Utilizando a Regra da Mado D ireita.

Esse sistema sera usado para desenvolver a teoria da algebra vetorial.

Sistema de coordenadas da mdo direila

Componentes Retangulares de um Vetor

Um vetor A pode ter um, dois ou trés componentes ao longo dos eixos
de coordenadas x, y, z dependendo de como esta orientado em relacdo aos
eixos.

A:“‘\ | A:AI+AZ
A A=A +A
assim:
" A=A+A+A ()

Vetores Unitarios
A direcdo de A é especificada usando-se o vetor unitario. Se A é um vetor com
intensidade A # 0, entdo o vetor unitario que tem a mesma direcdo de A &
representado por:

_A
uA==- (I
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Vetores Cartesianos Unitarios

Em trés dimensdes, o conjunto de vetores unitarios, i, j, k é usado para
designar as dire¢Oes dos eixos X, Y, z, respectivamente. Esses vetores seréo
descritos analiticamente por um sinal positivo ou negativo dependendo da
orientacdo do vetor. Os vetores cartesianos unitarios positivos estédo

representados abaixo.

s

Representacdo de um Vetor Cartesiano
Como as trés componentes de A, figura abaixo, atuam nas dire¢bes positivas i,
J, k pode-se escrever A sob a forma de vetor cartesiano como:

=
<

A kK

A A=Ai+Aj+Ak ()

L g

Dessa forma, as componentes do vetor estdo separadas e, como resultado,

simplifica as operacbes de algebra vetorial, particularmente em trés

dimensdes.
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Intensidade de um Vetor Cartesiano
E sempre possivel obter a intensidade de A, desde que ele esteja expresso sob

a forma vetorial cartesiana. Pela figura abaixo temos:

AKE

A=+ A% + A2,
A, A=A+ A
assim

A=A+ A% + A2, (V)

Portanto, a intensidade de A é igual a raiz quadrada positiva da soma dos

guadrados de seus componentes.

Diregéo de um Vetor cartesiano

A direcdo de A é definida pelos angulos diretores coordenados a (alfa), B (beta)
e Y (gama), medidos entre a origem de A e 0s eixos positivos X, Y, z localizados
na origem de A.

Observe que cada um desses angulos esta entre 0° e 1809,

Independentemente da orientacéo de A.
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Para determinarmos a (alfa), B (beta) e y (gama), vamos considerar a projecao
de A sobre os eixos X, y, z . Com referéncia aos triangulos retangulos

sombreados mostrados em cada uma das figuras temos:

Z g

A _A
cosf=—= cosy=—=
= A

(a) (b) (5]

Uma maneira facil de se obter os cossenos diretores de A é criar um vetor
unitario na direcédo de A, equacéo (Il). Desde que A seja expresso sob a forma

de vetor cartesiano, equagéo Il

A
uA=— (I

A=Ai+Aj+Ak ()

uA:A:ii +ij +ik (VI)
A A A A

Onde:

A=A + A + A2, (V)

Por comparacao com as equacoes (V), vemos que os componentes de uA (i, j,

k), representam os cossenos diretores de A, isto é:

A n D A
cosa = COSp = A COoSy = A V)

A

UA=cosai +cosf +cos)k  (VII)
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Como a Intensidade de A é igual a raiz quadrada positiva da soma dos

guadrados da intensidade dos componentes e UA tem intensidade 1, entdo:
cos a +cos f+cos y=1 (VII)

Finalmente, se a intensidade e os angulos da coordenada de direcéo de A sdo

dados, A pode ser expresso sob forma vetorial cartesiana como:

A=UA
A= Acosai + Acosf + Acos)k  (IX)

Adicao e Subtracao de Vetores Cartesianos
Essas operacdes sao simplificadas se os vetores sdo expressos em funcéo de

Seus componentes cartesianos. Por exemplo, Se.

* A=Ai+Aj+Ak e B=Bi+B,j+Bxk, entdo o vetor resultante R tem
componentes que representam as somas escalares de |, |, k de A e B.
Ou segja:

* R=A+B=(A +B)i+(A £B)j+(A £B)k

Generalizando:

Fo =SF =SF,i+F, j +Fk
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Exercicios:

1. Expresse a forca F, mostrada na Figura abaixo, como um vetor cartesiano.

Z

F=200N

2. Determine a intensidade e os angulos diretores coordenados da forca

resultante que atua sobre o anel, conforme a figura abaixo.

F, = {50i — 100j + 100k} 1b F\ = {60 + 80k}1b

(a)

3. Expresse a forca F1, mostrada na figura abaixo, como vetor cartesiano.

F,=1001b

(a) (b}
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4. Duas forcas atuam sobre o gancho mostrado abaixo. Especifique os angulos

diretores coordenados de F2, de modo que a forca resultante Fr atue ao longo

do eixo positivo y e tenha intensidade de 800 N.

¥
F, =300N

(a)

Prof. Marcio Varela



o IFRN / campus Natal Central —
s Apostila de Fisica Aplicada a Engenharia -l

Capitulo Il — Vetor Posicao

O vetor posicédo r € definido como um vetor fixo que localiza um ponto no
espaco em relacdo a outro ponto. Por exemplo, se r estende-se da origem de
coordenadas, O, para o ponto P (x, y, z), figura abaixo, entdo r pode ser

expresso na forma de vetor cartesiano como:

r=xi+y+zk

¥
) ¥ v
xi : -

Observe que a adicdo de vetor da origem para a extremidade dos trés
componentes resulta do vetor r, figura abaixo. Comecando na origem, O,
desloca-se sobre x na direcdo +i, depois sobre y na direcdo +j e finalmente

sobre z na direcao +k para atingir o ponto P(x, y, 2).
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Em geral, o vetor posicdo € orientado do ponto A para o ponto B no espaco,
figura abaixo. Como uma questdo de convencao esse vetor é designado pelo
simbolo r, algumas vezes serdo utilizados indices subscritos para indicar o
ponto de origem e o ponto para o qual esta orientado. Assim, r também sera
designado rAB. Observe também que rA e rB, sdo escritos com apenas um

indice, visto que se estendem a partir da origem das coordenadas.

Z

Bixg v 2g)

— B Yo Ip
2
Ty

/’

Alxy v 24)

Ta v

(a)

Da figura anterior, pela adicdo de vetores ponta-cauda, é necessario que:
= rA+r=1B
Resolvendo-se em r e expressando-se rA e rB na forma vetorial cartesiana,

tem-se:

A

e =
\

(g =xa)i 77

(b}

m Na Pratica: O comprimento e a direcdo do cabo AB usado para
suportar a chaminé sdo determinados medindo-se as coordenadas dos
pontos A e B e usando-se 0s eixos X, Y, Z.

= O vetor posicdo r ao longo do cabo é entéao

estabelecido. A intensidade r representa o
comprimento do cabo e a direcao dele
definida por a, b, g, que sdo determinados pelos
componentes do vetor unitario calculados a

partir do vetor unitario u.
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= Exercicio

Uma fita elastico esta presa aos pontos A e B, como mostra a Figura

abaixo. Determine seu comprimento e sua dire¢do, medidos de A para B.

&
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Capitulo Ill = Vetor Forca Orientado ao Longo de uma Reta

Pode-se definir E, como sendo um vetor cartesiano pressupondo que ele tenha
mesma direcdo e sentido que o vetor posicao r orientado do ponto A para o
ponto B da corda, Figura abaixo. Essa direcdo comum é especificada pelo

vetor unitario u, entao:

If:FU:F(Lj i

m=  F, unidade de forga;

id
= 1, unidade de comprimento. /

X

= Na Pratica: A forca F que atua ao longo da corrente pode ser
representada como um vetor cartesiano definindo-se primeiro 0s eixos X,
y, z, formando-se um vetor posi¢do r ao longo do comprimento da
corrente e determinando-se depois o vetor unitario u correspondente
que define a direcdo tanto da corrente quanto da forca. Finalmente, a

intensidade da forca € combinada com sua direcéo, E = Fu.

Exercicio

Prof. Marcio Varela
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i

O homem mostrado na Figura abaixo puxa a corda com uma forca de 70 Ib.
Represente essa forga, que atua sobre o suporte A, como vetor cartesiano e

determine sua direcao. i

Alr——

30 pés

(a}

A placa circular abaixo é parcialmente suportada pelo cabo AB. Se a forca do

cabo no gancho A dor de F = 500 N, expresse F como vetor Cartesiano.

(a)
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Capitulo IV — Produto Escalar

O produto de vetores A e B, escrito A.B e lido como “A escalar B”, € definido

como o produto das intensidades de A e de B e do Cosseno do angulo 6 entre

suas origens. Expresso na forma de equagao:

A.B = AB.cos 6 8
Onde 0° < 9 < 180°. ‘ > B

Leis das Operacoes
Lei Comutativa:

AB=B.A

Multiplicac&o por Escalar:

a.(A.B) =(a.A).B=A.(a.B) = (A.B).a

Lei Distributiva:

A.(B + D) = (A.B) + (A.D)

Definicdo de Vetor Cartesiano

A equacdo utilizada: AB.cos 6
i=1.1.cos0°=1 e ij=1.1.cos90°=0;

Dai temos que:
i.i=1 j.j=1 k.k=1
i.j=0 j.k=0 k.j=0

Dessa forma temos que o produto escalar:
A . B = (Axi + Ayj + Azk) . (Bxi + Byj + Bzk)

Tem como resultado:
A.B = Ax.Bx + Ay.By + Az.Bz

Prof. Marcio Varela
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= Aplicacdes:
O produto escalar tem duas aplicacbes importantes:
1 - Determinar o angulo entre dois vetores ou reta que se interceptam. O

angulo 6 entre as origens pode ser determinado pela equacéo:

0= arccogﬁj; 0°<f8<18C¢
AB

2 — Determinar os componentes paralelo e perpendicular de vetor a uma reta.

Componente Paralelo :

Al|=A.cos6=A.u

a 1 — o
.e'\" =Acosfu

Portanto, a projecéo escalar de A ao longo de uma reta € determinada pelo
produto escalar de A e o vetor unitario u que define a direcao da reta.
Dessa forma o componente A || representado como um vetor é:

* A||=A.cos Bu=(A.uu

Componente Perpendicular

O componente perpendicular a reta aa’ pode ser obtido de duas maneiras:
6= arccog%j; entao A = Aserv,

Da mesma forma se A || for conhecido, entdo, pelo teorema de Pitagoras,

A=, A* =A%

pode-se escrever:
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Na Prética:
O angulo 6 entre a corda e a viga A pode ser determinado usando-se 0

produto escalar. Definem-se os vetores posicdo ou vetores unitarios
—_ rA B

ao longo da viga, UYa [
A

I

e ao longo da corda, U, = . ; como 0 é definido entre as caudas desses

r
vetores, pode-se resolver em 6 usando-se:

- =

N
6 = arccos—~-- | =arccosl, .U, ;
r-Arr

Na Prética:
Se a corda exerce uma forca F sobre a junta, a projecdo dessa forca ao
longo da viga A pode ser determinada definindo-se primeiro a direcéo da

viga, usando-se um vetor unitario u, :r_A; e depois definindo-se a
rA

r

forca como um vetor cartesiano, F = F.(r—fJ =Fu.,. Aplicando-se o

produto escalar, a projecao seré:

r

F|| =Fu,.

Prof. Marcio Varela
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Exercicio:
A estrutura mostrada abaixo esta submetida a uma forga horizontal F =
{300j}N. Determine a intensidade dos componentes da forca paralela e

z

perpendicular ao elemento AB.

(a)

O tubo da Figura abaixo esta sujeito a forca F = 80 Ib. Determine o
angulo 6 entre F e 0 seguimento BA do tubo e as grandezas dos

componentes de F, que séo paralelos e perpendiculares a BA.

Prof. Marcio Varela
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Capitulo V — Equilibrio de um Ponto Material

% Condicéo de Equilibrio:  3F =0

3F,=0
SF,i=0
X Ou; 2F,j=0
SFk=0

X Diagrama de Corpo Livre

Desenho que exprime o ponto material com todas as forgas que atuam sobre

ele.

X Molas
Seu comprimento, s, variara proporcionalmente a carga solicitante, F, e seu
coeficiente de deformacéao linear, ou seja, a constante da mola ou rigidez,

representada pela letra k.

F=k.s

Prof. Marcio Varela
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i

A distancia, s, é definida pela diferenca entre o comprimento deformado da

mola, {, e seu comprimento inicial, {0, isto é,s ={ — {0.

Se s for positivo, E puxa a mola, se for negativo FE empurra a mola.

L] t
1:6.2 m

— 1=06m lg=04m

5= _.0'2 m

k=500 Nfm

T — ] s=0)
s=02m

Exercicio
Para a mola de comprimento inicial igual a 40 cm e constante igual a 500N/m,

determine a forca necesséaria para deixa-la com comprimento de 60 cm.

1=02m
— 1=0.6m ly=04m

=02
e k=500 N/m

T — —_— {s=0)
s=02m

-F

A esfera da figura abaixo tem massa de 6 kg e estd apoiada como mostra.

Desenhe a diagrama de corpo livre da esfera, da corda CE e don6 em C. (g =

9,81m/s2).

Prof. Marcio Varela



IFRN / campus Natal Central T
Apostila de Fisica Aplicada a Engenharia -+

i

Determine a tensdo nos cabos AB e AD para que o equilibrio do motor de 250

kgf mostrado abaixo.

(a)

Se 0 saco da figura abaixo tiver peso de 20 Ib em A, determine o peso dele em

B e a for¢a necessaria em cada corda para manter o sistema na posicdo de

equilibrio mostrada.

Determine o comprimento da corda AC da figura abaixo, de modo que a
luminaria de 8 kg seja suspensa na posicdo mostrada. O comprimento néo

deformado da mola AB é IAB = 0,40 m e a mola tem rigidez KAB = 300 N/m.

i 2m |

kyg = 300 N/m

AR

(a)

Prof. Marcio Varela
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X Sistemas de Forca Tridimensional

+ Para equilibrio de um ponto material € necessario:

2F =0

+ Quando as forgas estivem decompostas em seus componentes i,

J kteremos:  sEj+5F j+3Fk=0

+ Para garantia do equilibrio é necessério satisfazer as equacdes

escalares: W
2Fi=0
Zij =0
2F,k=0
¥y £, ¥,
¥ Exercicio

Uma carga de 90 N esta suspensa pelo gancho mostrado na figura abaixo.
A carga é suportada por dois cabos e por uma mola com rigidez k = 500
N/m. Determine a forca nos cabos e a deformacdo da mola para a condicao

de equilibrio. O cabo AD esta localizado no plano x-y e o cabo AC no plano

X-Z.

(a)

Prof. Marcio Varela
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Determine a intensidade e os angulos dos sentidos das coordenadas da for¢a F

da figura abaixo necessarios para o equilibrio do ponto material O.

\ Fy=T00N

Y F,=800N

(a)
Determine a forca desenvolvida em cada cabo usado para suportar a caixa de

40 Ib mostrada na figura abaixo.

A caixa de 100kgf abaixo, é suportada por tres cutuas, Uina ueias acuplada a

mola mostrada. Determine a forca nas cordas AC e AD e a deformacao da

mola.

o
B 60°|. .0 7 B
b Vo ].35/

HAG 7
ILO!/__-)K‘

<
bl o |

7 k=15kNmY
X 4

(a)
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Os trés cabos séo usados para suportar a luminaria de 800 N. Determine a

forca desenvolvida em cada cabo para a condigdo de equilibrio.

Prof. Marcio Varela
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Capitulo VI — Momento de uma Forga Escalar
* Formulacéo Escalar

|
"’IH‘:”“GJ;
] £

b

o
P

(c)

{a)

® Mo=F.d

(a) Senlidolde rotagio :
vz dn\\
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Exercicio

Determine o0 momento da for¢ca em relacdo ao ponto O em cada caso

llustrado abaixo.

100N L S |
% -
0 ;' ” f_

X Ipe 5o 1sends” pés
0 1 r mmmesesa i e

¥ | 60 b

2m
(d)
(a)
| |L_ 2m—=
2 cos 30° pés [l ¥
1m
[[ I . || e TEkN
- 2m - 4m
\
] ) —T'
j 0.75m
’ TN
o - 50N 1
O (&)

(b}

Determine os momentos da forca 800 N que atua sobre a estrutura na figura

abaixo em relacdo aos pontos A, B, C e D.

1,25 m -+
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a2

Determine o momento resultante, das quatro forcas que atuam no haste

abaixo, em relacdo ao ponto 0.

* Formulacao Vetorial
O produto vetorial de dois vetores A e B produz um vetor C.

C=AxB
A Intensidade de C é definida como o produto das intensidades de A e B e 0
seno do angulo 6 entre os dois vetores, prolongando-os, se necessario de
modo que suas origens se localizem no mesmo ponto (0 < 6 < 180°).

C=AxB=(A.Bxsen 6§

C=AxBE

Prof. Marcio Varela
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Direcao e Sentido: O vetor C tem direcao perpendicular ao plano contendo A e

B, de modo que seu sentido € determinado pela regra da mao direita.

Conhecendo a intensidade, dire¢céo e o sentido de C, podemos escrever:
C=AxB=(A.Bxsen 6.uc

Onde o escalar A.B.sen @define a intensidade de C e o vetor unitario uc define

sua diregéo e seu sentido.

® |eis de Operacéo :
1. O produto vetorial é ndo-comutativo, isto é:
AXB #BXA, C-AxB
® Ou seja:

AXB =-BxA.

2. Multiplicacao por escalar:

a.AxB)=(a.A)xB=Ax(a.B)=(AxB).a

3. Lei distributiva:

Ax(B+D)=(AxB)+ (AxD)

Prof. Marcio Varela
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Formulacao vetorial cartesiana:

ixj=k ixk=- ixi=0
jxk=i jxi=-k jxj=0
kxi=j kxj=- kxk=0

® A XxB = (Axi + Ayj + Azk) x (Bxi + By + Bzk)

® A XxB = (AyBz - AzBy)i — (AxBz - AzBx)j] + (AXxBy - AyBx)k

® A equacao anterior pode ser representada pela matriz abaixo:

i j k
AxB=|Ax Ay Az
Bx By Bz

® Para determinarmos o0s elementos i, j, k basta calcularmos os

determinantes para esses termos:

® Para o elemento i:

(fy S— k
Ay A‘z :(A\/Bz_Asz)i
X By BZI
® Para o elemento j:
i - K
J
A A .|=~(AB,=AB)]

Prof. Marcio Varela
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® Para o elemento k:

[ X y z

Formulacéo Vetorial

® MO=rxF

‘.Q A, |=(AB,-AB )k
B

Sendo r um vetor posi¢do tracado de 0 até qualquer ponto sobre a linha de

agéo de F. Fixo do momento
M,
T
\.__’-"
A T ]

{a)

A Intensidade do produto vetorial é definida por:

® MO=rxF.sené@d

O angulo 6 € medido entre as direcdes der e F.

Uma vez que o braco de momento d = r.sen 8, entao:

® MO=rxFsen@=F.(rsen@=F.d

Eixo do momento

)
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® Direcdo e sentido: Sdo determinados pela regra da mé&o direita, com

aplicacdo do produto vetorial. Eixo do momento

Awm,
"‘-\

ib)

® Principios da Transmissibilidade: O vetor F pode agir sobre qualquer
ponto da sua linha de acédo; e o vetor posicao r, pode ser aplicado em

qualquer ponto pertencente a linha de agéo de F, dessa forma:

MO=rbxF=rcxF

® Desenvolvendo a equacao,

® MO=rbxF=rcxF, teremos:

[ | Kk
M, =rxF =1r, r, r,
F K F

® X, ry rz sdo os componentes X, y, z dos vetores posi¢ao tracado do

ponto O até qualquer ponto sobre a linha de acéo da forca.

Prof. Marcio Varela
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Fx, Fy Fz representam os componentes x, y, z do vetor forga.

® MO = (ry Fz - rzFy)i — (rxFz - rzFx)j + (rxFy - ryF  x)k

® Momento resultante de um sistema de forcas
Se um corpo estd sujeito a acdo de um sistema de forgcas, o momento
resultante das forcas em relagdo ao ponto O pode ser determinado pela soma

vetorial dos momentos gerados por esse sistema.

Exercicio
O poste esta sujeito a uma forca de 60 N na direcdo C para B. Determine a

intensidade do momento criado pela forca em relacdo ao suporte em A.

p F=60ON

X {a)

Prof. Marcio Varela
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i

Trés forgas atuam na Barra mostrada, determine o momento resultante criado
pelas forcas em relacdo a flange em 0 e os angulos diretores coordenados para

e
a

0 eixo do momento.
F, = {-60i + 40j + 20k} Ib

A Fa={50§] Ib

o — ¥
I 2 pés
1 Z ;
#“ L7 e
T a— -+

F = {80i + 40j - 30Kk} Ib

{a)

Teorema de Varignon : O momento de uma for¢ca em relacdo a um ponto é

igual a soma dos momentos dos componentes das forcas em relagdo ao

mesmo ponto.
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Exercicio

Uma forga de 200 N atua sobre o suporte abaixo. Determine o0 momento da

forca em relag&o ao ponto A. F=200N

il

#N\45°

 \

[}

100 mm

100 mm“| ) m:-n.

(a)

A forca F é aplicada nos terminais de cada suporte em angulo mostrado na

figura. Determine o momento da for¢ca em relacao ao ponto 0.
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Capitulo VII — Sistemas de Forca e Momentos

Andlise do Sistema Forca

® Somatoério dos Momentos

O momento da forga resultante em relacdo ao ponto O é igual & soma de todos
0S momentos no sistema.

(h)

{c)

Formulacéo
FRx = ZF,

FRy = 2F,

MRo =My +IMy +2M,

—

A M,cn-EM*Elrxl']]l“:EF
F; 7 =2

= 0 . —

(a)

(b}

{c)
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Exercicio

Determine o momento de binario que age no elemento mostrado na figura

abaixo.

Determine 0 momento de binario que atua sobre a estrutura de tubos mostrada

na figura abaixo.

(a) )
Determine o momento em relacdo ao ponto B de cada uma das trés forcas

agindo sobre a viga e 0 momento resultante F =375 1b F,=5001b

s

r -
ﬂiﬁ'pés—"— 6 pés—=r=—15 pés~

Fy=1601h
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i

Usando a andalise vetorial cartesiana determine o momento resultante das trés

forcas em relacdo a base da coluna em A. Dado F1 = {400i + 300j + 120K}N.

B F,
F, = {100i — 100§ - 60k )N ||
4m

Im

Fy={ - 500k}N Y

ke —— v
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Capitulo VIII — Analise Estrutural de Estruturas Isostaticas

Cargas Atuantes nas Estruturas

Cargas Externas
Uma estrutura pode estar sujeita a acéo de diferentes tipos de carga, tais como
pressao do vento, reacdo de um pilar ou viga, as rodas de um veiculo, o peso de
mercadorias, etc. Estas cargas podem ser classificadas quanto a ocorréncia em
relacdo ao tempo e quanto as leis de distribuicao.

Quanto a ocorréncia em relagdo ao tempo:

Cargas Permanentes:
Atuam constantemente na estrutura ao longo do tempo e sao devidas ao seu
peso proprio, dos revestimentos e materiais que a estrutura suporta. Tratam-se de

cargas com posicao e valor conhecidos e invariaveis.

Figura 4.1 — Exemplo de carga permanente

Cargas Acidentais:

Sdo aquelas que podem ou ndo ocorrer na estrutura e sdo provocadas por
ventos, empuxo de terra ou &gua, impactos laterais, frenagem ou aceleracdo de
veiculos, sobrecargas em edificios, peso de materiais que preencherdo a estrutura no
caso de reservatérios de agua e silos, efeitos de terremotos, peso de neve acumulada
(regibes frias), etc. Estas cargas sdo previstas pelas Normas em vigor.

: =

Figura 4.2 — Exemplo de carga acidental
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4.1 Quanto as leis de distribuicéo:

Cargas concentradas:

Sdo cargas distribuidas aplicadas a uma parcela reduzida da estrutura,
podendo-se afirmar que sdo areas tdo pequenas em presenca da dimensdo da
estrutura que podem ser consideradas pontualmente (ex.: a carga de um pilar de

transicdo em uma viga, a roda de um automével, etc.).

Cargas distribuidas:
Podem ser classificadas em uniformemente distribuidas e uniformemente

variaveis.

Uniformemente distribuidas
Sao cargas constantes ao longo ou em trechos da estrutura (ex.: peso préprio,
peso de uma parede sobre uma viga, pressdo do vento em uma mesma altura da

edificacéo. etc.).

h
L 3 L ¥ L r r r

[
Vento

Figura 4.3 — Exemplo de carga uniformemente distribuida

Uniformemente variaveis
Sédo cargas triangulares (ex.: carga em paredes de reservatério de liquido,

carga de grdos a granel, empuxo de terra ou agua, vento ao longo da altura da

A A/

edificacéo, etc.).

|
i

Figura 4.4 — Exemplo de uniformemente variavel
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Aparelhos de Apoios

A func¢éo basica dos vinculos ou apoios é de restringir o grau de liberdade das
estruturas por meio de reacfes nas direcbes dos movimentos impedidos, ou seja,
restringir as tendéncias de movimento de uma estrutura. Os vinculos tém a fungéo
fisica de ligar elementos que compdem a estrutura, além da funcdo estatica de

transmitir as cargas ou forgas.
Os vinculos ou apoios séo classificados em funcdo de nimero de movimentos

impedidos. Para estruturas planas existem trés tipos de vinculos:

Vinculos de Primeira Ordem (apoio simples):

Sdo aqueles que impedem deslocamento somente em uma direcéo,
produzindo rea¢Bes equivalentes a uma forca com linha de acdo conhecida. Apenas

uma reacao sera a incognita.

rolete

Figura 5.1 — Aparelho de Apoio do 1° Género (R.C.Hibbeler)

O deslocamento na dire¢do y € impedido, logo, nesta direcdo, tem-se uma

reagdo de apoio V (vertical).
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Vinculos de Segunda Ordem (articulacdo plana):

Sdo0 aqueles que restringem a translagdo de um corpo livre em todas as
direcBes, mas ndo podem restringir a rotacdo em torno da conexdo. Portanto, a reacao
produzida equivale a uma for¢ca com direcdo conhecida, envolvendo duas incognitas,

geralmente representadas pelas componentes x e y da reacéo.

)
\-"

9 H, /,;T:}, c-ui,,)%, GUL_-T&_

pino

N E =) o p _'"T

Figura 5.2 — Aparelho de Apoio do 2° Género (R.C.Hibbeler)

Os deslocamentos nas direcdes x e y sdo impedidos, logo, nestas direcdes,

tém-se duas reacdes de apoio H (horizontal) e V (vertical).

5.1 Vinculo de Terceira Ordem (engaste ou apoio  fixo):

Sédo aqueles que impedem qualquer movimento de corpo livre, imobilizando-o

' ;t M
Estrutura H
—

Engaste

completamente.

v

M
.
apoio fixo
I,

Figura 5.3 — Aparelho de Apoio do 3° Género (R.C.Hibbeler)
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Os deslocamentos nas dire¢fes X, y e a rotacdo em z sdo impedidos, logo,
nestas direcdes, tém-se trés reacdes de apoio H (horizontal), V (vertical) e M
(momento).

Observacéo: Os vinculos podem ser chamados de 12, 22 e 32 ordem ou classe

ou género ou tipo.

Classificagdo da estrutura quanto a vinculagao:

Isostética : Em uma estrutura isostatica o numero de incégnitas € igual ao
numero de equagles, ou seja, bastam as equagbes fundamentais da estatica para

determinar as suas reagdes de apoio.

Hipostatica : Nas estruturas hipostéticas os apoios sdo em menor nimero que

0 necessario para restringir todos os movimentos possiveis da estrutura. Ou

Hiperstatica : Estrutura hiperestatica tem numero de vinculos maior que o
necessario. O numero de reacbes de apoio excede o das equacdes fundamentais da

estatica.

Estudo das Vigas Isostaticas

Reac0bes de Apoio

Uma estrutura para estar em equilibrio deve atender as equacdes de equilibrio
estético vistas anteriormente, este equilibrio e garantido pelos aparelhos de apoios da
estrutura. De maneira que as forcas que equilibrardo o sistema provem dos mesmos,
ou seja, as reacgOes de apoio. O célculo dessas reacdes é entendido de maneira mais

facil através do exemplo a seguir:
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» Determinagdo das reacdes nos apoios de uma viga iso  statica:

0 1° CASO - 1 Carga concentrada horizontal e 1 carga concentrada
vertical.
4 kN

2 | 6 m ‘J

Esquema Estrutural

!
N A

1° Passo — Dar nhome as apoios, isso evita confundir a posi¢cdo das reacbes que

por ventura aparecerao.
4 kN

P—2m—e 6 m ,

Prof. Marcio Varela
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2° Passo — Identificar os apoios quanto aos seus graus de liberdade, atribuindo

suas respectivas reacoes.

4 kN
2kN
—_— . = :‘, HBE
A | B ;
"_‘T g : m "i" 'ﬁ m 'Jl ‘—E

Onde,

VA = Reacdao vertical do apoio A (1° género);

VB = Reacdao vertical do apoio B (2° género);

HB = Reacao horizontal do apoio B (2° género);

3° Passo — Utilizagdo da primeira equacdo de equilibrio, somatorio das forcas na
horizontal (eixo X).

Neste momento, faremos a soma algébrica de todas as forcas e reacbes que
aparecem na horizontal, eixo X, adotando como positivas todas as forcas e/ou reacfes

gque apontem na direcdo positiva de X, (= +) (- €).

SF, =0 (- +)
2-HB=0
HB = 2kN;

Desta forma, determinamos a reac&o horizontal no apoio B que garante que a viga

ndo se deslocara na horizontal.

4° Passo — Utilizagdo da segunda equacgéo de equilibrio, somatorio das for¢gas na
vertical (eixo Y).

Neste momento, faremos a soma algébrica de todas as forcas e reacbes que
aparecem na vertical, eixo Y, adotando como positivas todas as forcas e/ou reacdes
que apontem na diregdo positiva de Y, (+ D) (- V).

=F, =0 (1 +)
-4+VA+VB=0
VA+VB = 4kN;
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5° Passo — Utilizacao da terceira equacao de equilibrio, somatério dos momentos (eixo
Z).

Como pode ser observado, com apenas duas das equacdes ndo se pode
determinar os valores de VA e VB, desta forma faz-se uso da terceira equacéo de
equilibrio. Escolhe-se um dos apoios como ponto de referéncia de momento e
verificamos quais forcas e reacdes que tendem a promover rotacdo neste apoio.
Neste exemplo escolheremos o apoio B como referéncia. Para o momento adotg—se
como positivo a rotacdo no sentido horério e negativo no caso contrario, C; —)

Lembrando que momento é igual a forca x distancia, prosseguimos da seguinte
forma:
6° Passo — Com o conhecimento do valor da reacdo VA, voltamos ao 4° Passo e

determinamos o valor de VB.

SM, =0 (+

VAx8-4x6=0
VA+VB=4kN 8VA-24=0
3+VB=4 8VA=24
VB=4-3 yaz 24
VB =1kN 8

VA =3kN

Se analisarmos a estrutura, observaremos que 0s resultados sdo compativeis
com a figura, uma vez que a forca vertical, 4kN, estd mais préxima do apoio A, sua
reacdo devera ser maior, pois estd sendo mais solicitado que o apoio B. O resultado

final é apresentado abaixo.

4 kN
2 kN Y .
— A HB = 2kN
— 7 —— = T == 3
‘i-'_a:_;l;}:T s 6 m VB =1KN
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0 2°CASO - Vérias cargas concentradas na direcao vertical.

4N 4KN  4KkN

£
i
=2m *T—IZm—2m -\- :i‘ll""

Esquema Estrutural

1° Passo — Dar nome as apoios, isso evita confundir a posicdo das reacdes que

por ventura aparecerao. .

-

N 4 kN 4
|

| [
Toad 1

A SN : -L B
Fe2m——2 m—e 2 m—= 2”‘*‘

2° Passo — Identificar os apoios quanto aos seus graus de liberdade, atribuindo

suas respectivas reagoes.

4 kN 4 kN 4 kN

] HB
. Ty "_

-y

—2m '\' Zm | 2m--\-- Zm |T
o] T —lvs
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Onde,

VA = Reacdo vertical do apoio A (1° género);
VB = Reacdo vertical do apoio B (2° género);
HB = Reacdao horizontal do apoio B (2° género);

3° Passo — Utilizacdo da primeira equacao de equilibrio, somatorio das forcas na
horizontal (eixo X).

Neste momento, faremos a soma algébrica de todas as forgas e reagbes que

aparecem na horizontal, eixo X, adotando como positivas todas as for¢as e/ou rea¢des

gue apontem na diregdo positiva de X, (= +) (- €).

SF, =0 (- +)
HB=0

Como pode ser visto na figura, ndo existe solicitacdo no eixo X, desta forma, sem

solicitacdo ndo haveréa reagéo do apoio do 2° género na diregdo correspondente.

4° Passo — Utilizacdo da segunda equacédo de equilibrio, somatério das forcas na

vertical (eixo Y).

Neste momento, faremos a soma algébrica de todas as forcas e reacfes que
aparecem na vertical, eixo Y, adotando como positivas todas as forcas e/ou reacdes
gue apontem na direcéo positiva de Y, (+ M) (- V).

SF, =0 (1 +)
-4-4-4+VA+VB=0
VA+VB=12kN,;

5° Passo — Utilizac&@o da terceira equacao de equilibrio, somatério dos momentos (eixo
Z).

Como pode ser observado, com apenas duas das equacOes ndo se pode
determinar os valores de VA e VB, desta forma faz-se uso da terceira equacéo de
equilibrio. Escolhe-se um dos apoios como ponto de referéncia de momento e
verificamos quais forgas e reagbes tendem a promover rotacdo neste apoio. Neste
exemplo escolheremos o apoio B como referéncia. Para o0 momento adota-se como

M

M
positivo a rotacdo no sentido horario e negativo no caso contrario, G. -)
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Lembrando que momento € igual a forga x distancia, prosseguimos da seguinte
forma: “
sM,=0 (+
VAX8—-4x6—-4%x4-4%x2=0
8VA-24-16-8=0
8VA=48

48

VA= —
8

VA= 6kN

6° Passo — Com o conhecimento do valor da reacdo VA, voltamos ao 4° Passo e

determinamos o valor de VB.

VA+VB=12kN
6+VB=12
VB=12-6
VB = 6kN

0 3°CASO - Carga de momento aplicado com carga horizontal.

4 kN.m
IEN m .
» . :l.’o:E
= 3m o Im -
Esquema Estrutural
-
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Solucéo:
4 KN.m
3N . :

—_— . :,}l: qEB

W.TAT* Im _— 3n]4ﬂTvB
ZFX:O(_>+) ZFY:0(1+) M;=0
-HB+3=0 VA+VB=0 VAX6+4=0
HB = 3kN|( 6VA=-4

3 ( ) CalculodeVB 4

-067+VB=0 VA=
vB=067N(1)  ya=—gp7kn
VA= 067kN(1 )

0 4° CASO - Carga uniformemente distribuida.

4 EN/m

uumuu
ng

Esquema Estrutural

odddddidlild
2 A
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1° Passo — Dar nhome as apoios, isso evita confundir a posi¢cdo das reacbes que

por ventura aparecerao.

4 EN/m

JITUHITT T
A = —{ B

e e B

2° Passo — Identificar os apoios quanto aos seus graus de liberdade, atribuindo

suas respectivas reagoes.

4 KN/m

IR RRIZEREE
A = _iﬂ__BqEB

i. |
,HT Im ] o VB

Onde,

VA = Reacdao vertical do apoio A (1° género);
VB = Reacdao vertical do apoio B (2° género);
HB = Reacdao horizontal do apoio B (2° género);

3° Passo — Utilizagdo da primeira equacdo de equilibrio, somatorio das forcas na
horizontal (eixo X).

Neste momento, faremos a soma algébrica de todas as forcas e reacbes que

aparecem na horizontal, eixo X, adotando como positivas todas as forcas e/ou reagdes

gue apontem na diregdo positiva de X, (= +) (- €).

SF,=0 (- +)
HB=0

Como pode ser visto na figura, ndo existe solicitacdo no eixo X, desta frma, sem

solicitagdo ndo havera reacdo do apoio do 2° género na dire¢do correspondente.
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4° Passo — Calculo da carga resultante do carregamento distribuido.

Neste momento, reduz a carga distribuida a uma carga concentrada equivalente,
chamada carga resultante e é determinada pelo calculo da area do carregamento e
sera aplicada no centro de gravidade da figura formada pelo carregamento. Como
segue:

R=4x6=24kN

L 3m |
' 4 kKN/m

pes=lizseai

A —/\ B —

L] ‘,B
U
TAT VB

5° Passo — Utilizacdo da segunda equacédo de equilibrio, somatério das forcas na

vertical (eixo Y).

Faz-se a soma algébrica da a carga resultante e das reacdes que aparecem na
vertical, eixo Y, adotando como positivas todas as forcas e/ou reacdes que apontem
na direcdo positiva de Y, (+ D) (- V).

=F, =0 (1 +)
-24+VA+VB=0
VA+VB = 24kN;

6° Passo — Utilizacao da terceira equacao de equilibrio, somatério dos momentos (eixo
2).

Como pode ser observado, com apenas duas das equacdes ndo se pode
determinar os valores de VA e VB, desta forma faz-se uso da terceira equacdo de
equilibrio. Escolhe-se um dos apoios como ponto de referéncia de momento e
verificamos quais forcas e reacdes tendem a promover rotacdo neste apoio. Neste
exemplo escolheremos o apoio B como referéncia. Para 0 momento adota-se como

M

M
positivo a rota¢do no sentido horario e negativo no caso contrario, (4. _D
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forma:

Lembrando que momento é igual a forca x distancia, prosseguimos da seguinte

sM,=0 (+
VAX6-24x3=0
6VA-72=0
VA= 72

72

VA= —
6

VA=12kN

7° Passo — Com o conhecimento do valor da reacdo VA, voltamos ao 4° Passo e

determinamos o valor de VB.

VA+VB = 24kN
12+VB=24
VB=24-12
VB=12kN

0 5° CASO - Apoio do Terceiro Género - Cargas Concentrada e Carga

horizontal.
4 kN 4 kN 4 kN
'\__
A E _ Ikt
=-1m ‘Ji-—:lm -!-—1m—-!- 1m -=-
Esquema Estrutural
«—
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1° Passo — Identificar o apoio quanto aos seus graus de liberdade, atribuindo suas
respectivas reacdes. Como s6 temos um apoio do terceiro género, ou seja,
um engaste. Desta maneira, representamos suas trés rea¢cdes no mesmo

ponto, como abaixo:
4 kN 4 kN 4 kN

MA

kN
HA ¢

' | f
elmose—im ee—1m - 1m e
VA

Onde,
VA = Reacdao vertical do apoio A ;
HA = Reacdao horizontal do apoio A ;

MA = Reacao de momento do apoio A ;

2° Passo — Utilizacdo da primeira equacao de equilibrio, somatério das forcas na
horizontal (eixo X).

Neste momento, faremos a soma algébrica de todas as forcas e reacbes que

aparecem na horizontal, eixo X, adotando como positivas todas as forcas e/ou reacfes

gque apontem na direcdo positiva de X, (= +) (- €).

SF,=0 (- +)
HA-3=0
HA = 3kN

3° Passo — Utilizagdo da segunda equacgéo de equilibrio, somatoério das forgas na

vertical (eixo Y).

Neste momento, faremos a soma algébrica de todas as forgas e reagbes que
aparecem na vertical, eixo Y, adotando como positivas todas as forgas e/ou reacdes
que apontem na diregdo positiva de Y, (+ D) (- V).

F, =0 (1 +)
-4-4-4+VA=0
VA=12kN;
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5° Passo — Utilizacao da terceira equacao de equilibrio, somatério dos momentos (eixo
2).

Como pode ser observado, neste apoio temos a presenca de uma reacdo de
momento que entrard no somatoério dos momentos, pois € a reacao de equilibrio que
estamos procurando. Para o momento adota-se como positivo a rotacdo no sentido

o . L. N M
horario e negativo no caso contrario, (_;_ _)

Lembrando que momento é igual a forca x distancia, prosseguimos da seguinte
forma: “
sM, =0 (+
—-MA+4x6+4x4+4x2=0
MA=+24+16+8
MA = 48kN.m

0 6° CASO - Apoio do Terceiro Género - Carga Uniformemente

Distribuida e Carga Horizontal.

4 kN/m

IRERTRRITY

im

Esquema Estrutural

T
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1° Passo — Identificar o apoio quanto aos seus graus de liberdade, atribuindo suas
respectivas reacdes. Como s6 temos um apoio do terceiro género, ou seja,
um engaste. Desta maneira, representamos suas trés rea¢cdes no mesmo

ponto, como abaixo:

MA 4 KN/m

T

e
Im ~J

|
‘-..I’AT
Onde,

VA = Reacdao vertical do apoio A ;

HA = Reacdao horizontal do apoio A ;

MA = Reacao de momento do apoio A ;

2° Passo — Utilizacdo da primeira equacao de equilibrio, somatério das forcas na
horizontal (eixo X).

Neste momento, faremos a soma algébrica de todas as forcas e reacbes que

aparecem na horizontal, eixo X, adotando como positivas todas as forcas e/ou reacfes

gque apontem na direcdo positiva de X, (= +) (- €).

SF, =0 (- +)
HA-3=0
HA = 3kN

3° Passo — Célculo da carga resultante do carregamento distribuido.

Neste momento, reduz-se a carga distribuida a uma carga concentrada
equivalente, chamada carga resultante e € determinada pelo calculo da &area do
carregamento e serd aplicada no centro de gravidade da figura formada pelo

carregamento. Como segue:
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R=4x3=12kN
MA 4 EN/m

W NI,

—
Im -J

] '

4° Passo — Utilizagdo da segunda equacgéo de equilibrio, somatorio das for¢as na

vertical (eixo Y).

Faz-se a soma algébrica da a carga resultante e das rea¢fes que aparecem na
vertical, eixo Y, adotando como positivas todas as forcas e/ou reacdes que apontem
na direcéo positiva de Y, (+ M) (- V).

=F, =0 (1 +)
~12+VA=0
VA=12kN,;

5° Passo — Utilizacao da terceira equacao de equilibrio, somatério dos momentos (eixo
2).

Como pode ser observado, neste apoio temos a presenca de uma reacdo de
momento que entrard no somatoério dos momentos, pois € a reacao de equilibrio que
estamos procurando. Para o momento adota-se como positivo a rotacdo no sentido

. . ;. N M
horério e negativo no caso contrario, C_;_ _)

Lembrando que momento é igual a forca x distancia, prosseguimos da seguinte
forma: “
sM, =0 (+
-MA+12x15=0
MA=18
MA =18kN.m
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0 7° CASO - Apoio do Terceiro Género - Carga de Momento Aplicado E
Carga Horizontal.

4 KN.m
il 3IKN
A F S | —
i
e 2m ~——2m
Esquema Estrutural

1° Passo — Identificar o apoio quanto aos seus graus de liberdade, atribuindo suas
respectivas reagfes. Como s6 temos um apoio do terceiro género, ou seja,
um engaste. Desta maneira, representamos suas trés rea¢cdes no mesmo
ponto, como abaixo:

IEKN
HA —

- 2m -|-—| Im —-||
VA

Onde,
VA = Reacdao vertical do apoio A ;
HA = Reacdao horizontal do apoio A ;

MA = Reacao de momento do apoio A ;
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2° Passo — Utilizacdo da primeira equacao de equilibrio, somatério das forcas na
horizontal (eixo X).

Neste momento, faremos a soma algébrica de todas as forcas e reacfes que

aparecem na horizontal, eixo X, adotando como positivas todas as forcas e/ou reacfes

que apontem na direcdo positiva de X, (= +) (- €).

SF, =0 (- +)
HA-3=0
HA = 3kN

3° Passo — Utilizagdo da segunda equacgdo de equilibrio, somatoério das forgas na

vertical (eixo Y).

Faz-se a soma algébrica da a carga resultante e das reacdes que aparecem na
vertical, eixo Y, adotando como positivas todas as forcas e/ou reacdes que apontem
na direcéo positiva de Y, (+ M) (- V).

5F, =0 (1 +)
VA=0

4° Passo — Utilizac&o da terceira equacéo de equilibrio, somatoério dos momentos (eixo
Z).

Como pode ser observado, neste apoio temos a presenca de uma reacdo de
momento que entrard no somatoério dos momentos, pois € a reacao de equilibrio que
estamos procurando. Para o momento adota-se como positivo a rotagdo no sentido

o . L. N M
horario e negativo no caso contrario, G;_ _)

Lembrando que momento é igual a forca x distancia, prosseguimos da seguinte
forma: “
M, =0 G‘
-MA+4=0
MA = 4kN.m

Como apresentado, para toda determinagdo das reacdes de apoio, sempre
serdo utilizadas as equagdes de equilibrio estatico. O procedimento adotado segue
esse padrdo, o entendimento desta etapa da andlise estrutural é de fundamental
importancia para o desenvolvimento dos diagramas de esfor¢os internos, assunto que

sera abordado com maior detalhe no futuro.
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Lista de Exercicios

1. O parafuso tipo gancho da figura abaixo esta sujeito a duas forcas F; e F,. Determine a

intensidade (mddulo) e a dire¢do da forga resultante Fg.

2. A forgca F que atua sobre a estrutura abaixo, tem intensidade de 500 N e deve ser
decomposta em dois componentes que atuam ao longo dos elementos AB e AC.

Determine o angulo 8, medido abaixo da horizontal, de modo que o componente Fac

seja orientado de A para C e tenha grandeza de 400 N.

F:500N
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3. O anel mostrado abaixo esta submetido a duas forcas F; e F,. Se for necessario que a

forga resultante tenha intensidade 1 kN e seja orientada verticalmente para

baixo, determine:
a) Aintensidade de F, e F,, desde que 6 = 30°;

b) Aintensidade de F, e F,, se F,for minima.

4. Determine os componentes de x e y de F; e F, que atuam sobre a langa mostrada na

figura abaixo. Expresse cada forga como vetor cartesiano.

Prof. Marcio Varela
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5. O elo da figira abaixo, esta submetido a duas forgas F, e F,. Determine a intensidade e

a orientacdo da forga resultante.

¥

F, = 400N F|=600N
45°

30°

6. A extremidade de uma langa O na figura abaixo, esta submetida a trés forgas

concorrentes e coplanares. Determine a intensidade e a rientagdo da forca resultante.
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7. A viga estd sujeita as duas forcas mostradas. Expresse cada forca na forma vetorial

cartesiana e determine a intensidade e os angulos diretores coordenados da forga resultante.

7 24
F, = 630(3) § - 630Gk

F, = (176.4) ~ 604.8k)

= 2501 F, = {176j ~ 605k } Ib Ans

= 250 cos60°t + 250 cos135°%) + 250 cos60°k

-

K = (1251 = 176.777j +125k)
E = {125 - 177 +125k } Ib Ans
¥ K =F +§

¥, = 125i — 0.3767j ~ 479.8k

¥ ={125i ~ 0.377) 480k} Ib Ans

B = (1252 + (“0.3767)% + (~479.8)% = 495.82
=496 Ans

g d2s
a = cos (495.82) = 754 Ans
_ o -1,=03767. :
B = cos” () = 900 Ans
= cos“(i—;%—:) =165° Ans

8. Determine a intensidade e os angulos diretores coordenados da for¢a F que atua sobre a

estaca.
ir-40, F=sN
5

F = (40 cos70° + 40 sin70°§ + :—;(50)1()

F = {13.7i +37.6§ +30.0k } N Ans

F = {/(13.68)2 + (37.59)2 + (30)2 = 50 N Ans

13.68

T) = 74.1° Ans

o= cos"(

37.59
= cos (=) = ° ns
B = cos'( 50 ) =413 A

1,30
= —) = 53.1° Al
Y = cos (50) 3 ns

:|'-| -]"'{' ) 40N
il —q
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F

9. Expresse a forca F, mostrada na figura abaixo, como um vetor cartesiano.

4

10. Determine a intensidade e os angulos diretores coordenados da forca resultante que atua

sobre o anel, figura abaixo.

F, = {50i - 100§ + 100k)Tb F, = (60 + 80k}Ib

11. Expresse a forga F;, mostrada na figura abaixo, como vetor cartesiano.

F,=1001b

X F,=3001b
(2
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12. Duas forcas atuam sobre o gancho, figura abaixo. Especifique os angulos diretores

coordenados de F,, de modo que a forga resultante Fg atue ao longo do eixo positivo y e
tenha intensidade de 800 N.

13. A cobertura é suportada por cabos. Se os cabos exercerem as for¢cas FAB = 100 N e FAC =

120 N no gancho em A, determine a intensidade da forga resultante que atua em A.

A

Fic=120N

4 m

T

ol
ST

Ll

“‘-‘h‘;h

4 m'

\
'-) L
o=

(a)
14. Em um dado instante, a posicdo de um avido em A e a de um trem em B sdo medidas em

relacdo a antena de radar em O. Deternime a distancia d entre A e B nesse instante.
Pogition Vector : The coordinates of points A -and B are

e
A(~Scos 60°cos 35°, ~ Scos 60°sin 35°, Ssin 60°) km _
= A(-2.048. —1.434, 4.330) km

B(2cos 25°sin-40°, 2cos 25°cos 40°, ~ 2sin 25°) km
= B(1.165, 1.389, —-0.845) km

5 km .
i x'//
\60° _~

The position vector r,p can be established from the coordinates of points A and B. n /
; e .

ryg = {[1.165~ (~2.048)] i +[1.389~ (~1434)]j + (~0.845-4.330)k} km /g 0 _

= (3.213i +2.822j~ 5.175k} km ! N 15T e
1 ‘ 2km H
The distance between points A and B is y
d=ry5 =y32132 +2.8222 +(~5.175)* = 6.7 km Ans
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15. Os cabos AB e AC suportam tragdo maxima de 500 N e o poste, compressdao maxima de 300

N. Determine o peso maximo da lumindria sustentada na posicdo mostrada na figura. A forca

no poste atua ao longo do eixo dele.

- 2 15
Bo = Ep{-Zj 222 6
Ao 5.51 + -—ask} N
. 6 3
B =&, {mei g2 8
as = Bislgi+ 3 - Sy

2 3
Fc = ficl-5i+ 5 - :f-k} N

W= {~Wk} N
ZF = 0 2 _§ 2
* 6505t = Zho =0
E =9, .13 3 3
y Slio + 51';, + ;FAC =0
ZF; = 0! _6"F - §F 6
654 " 548 ~sBc-W=0

2

gshho ~ 5000 ~ Fhac = 0
1.5 3 3

~=ZBo * 5(500) + 3he = 0

3‘_‘51‘10"'5_(500) FAe T T

Solving, |
o = 1444462 N > 300N (N.G})

388902 N

[}

e
W = 666.677 N

2) Assume Fio = 500N

2 6 2

ashe ™ ghan - ':1(500) =0
15w 3p, s 360m =0

-—..-—-P:‘o + ;”:‘, + 7](

6 6 .6 _ -

Fis

Solving,

1

F,, = 1857143 N > 300 N (N.GY) -

642857 N > S00 N (N.GY)

" 3) Assume Fo = 300N

2 6, 2. '
:32_-5(300)—56‘;-:,“=Q_

.15 3. 3
! - wF =10
--_"6.5{3'00). +‘9 :‘A. + 3 AC U

.6. ' 6 ....-6. -—W'z.o
3-3(30_0)"553 _7’5;:: |

Solving,

e = 808N

Fg = 104N

w=138N  Ans
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16. Determine os dngulos @ e © entre os segmentos do arame.
Z
02 ' ‘
—04 |'I'|4‘-B—"-l ¥4 = {-04j 0.5k} m ; 3y =0.640m
i T e = {038i + 02§ —0.5k} m; r3e =0964 m

FyasTpe = 0+ (=0.4)(02) + (~0.5)(~0.5) = 0.170 m?

A 9 6 = cos"(-————--—( ) 64‘:;)1(7:9 ) = 140 Ans
rep = {~0.8i ~ 0.2§ + 0.5k} m; rey =0.964m
fep = {081} m; Tep =0.800 m
0,6m—-" ¢ Tea-Top = (—0.8)(~0.8) = 0.640 m’
0.640 33.9° Ans

x
= ST SO ki A =
9 = o 5964)(0.300)

O cabo do reboque aplica uma forca P = 4 kN na extremidade do guindaste de 20 m de
comprimento. Sendo x = 25 m, determine a posicdo 6 do guindaste, de modo que a forca crie

um momento maximo em relacdo ao ponto O. E determine o valor do momento.

Miimum moment, (F L BA
C +(Mp)ug = 4000(20) = 80000 N-m = 0.0 kN-m Ans
4000 sing(25) ~ 4000 cosd(1.5) = §0 000
25sing ~ 1.5 cosg = 20
# = 56430
= 90° - 5643° = 33.6°  Ang 15"L Sl
Alsg, .
(135 + 2% = 3
225+ 7 =57
Similar triangles
204y 25432 '
4

£ ¥

Wy + ¥ = 257 4 '
-
204225 + 12) + 225 4, = ] Hoton
+z 25z + 2 P —
g= 2250 m

Y= 2712 m

1.2.259
fm ooy lf sy o
(G71z? = B8 Ana
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17. Se cada arame pode sustentar a forca maxima de 120 |b, determine o maior peso da

candelabro que os cabos suportam na posicdo mostrada na figura.

1 1
e [ Smsen TE = 0 gohic = 5ghscosdst =0 m
S0 -+ L g psinase = 0 @
=0 2647 7 26
24 24 24 = _
IE, = 0; Rﬁc'*ﬁﬁp*ﬁ&a w=0 (3

Assume F, o = 120 Ib. From Eg. (1)

1 1 .
— - — 0s45° = 0
2.6(120) 26542

Ejy = 16971 > 1201b (N.G!)

Assumie F; 5 = 120 1b. From Egs. (1) and (2)

1 1 :
; 2 e o L120)(coss5) = 0
Y shc ~ 7g0e

Fic = 84853 1b < 1201b (O.K!)

1 1 )
—— L (120)sina5° =0
seian + 751208

Fp = 848531b < 120 1b (O.KY)

Thus,

W= g(ac+a,,+i;.) = 26742 = 2671 Ans

18. Determine os comprimentos dos arames AD, BD e CD. O Anel em D esta no centro entre A
e B.

~

/ A D B .
% &ﬁ=ﬁ__‘_= IU‘“m
,/-" ¥
05 my A A—
] 2m
1im |/ -
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19. O homem mostrado na Figura abaixo puxa a corda com uma forca de 70 |b. Represente
essa forga, que atua sobre o suporte A, como vetor cartesiano e determine sua diregao.

z

(a)
20. A esfera da figura abaixo tem massa de 6 kg e estd apoiada como mostra. Desenhe a

diagrama de corpo livre da esfera, da corda CE e do n6 em C.

(a}

21. Determine a tensdo nos cabos AB e AD para que o equilibrio do motor de 250 kg mostrado

abaixo.

(a)
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22. Se o saco da figura abaixo tiver peso de 20 Ib em A, determine o peso dele em B e a forga

necessaria em cada corda para manter o sistema na posi¢do de equilibrio mostrada.

{a}
23. Determine o comprimento da corda AC da figura abaixo, de modo que a luminaria de 8 kg

seja suspensa na posicdo mostrada. O comprimento ndo deformado da mola AB é |3 = 0,40 m

e a mola tem rigidez kag = 300 N/m.

i 2m

kyp = 300 N/m

AR

(a)

24. Uma carga de 90 |b estd suspensa pelo gancho mostrado na figura abaixo. A carga é
suportada por dois cabos e por uma mola com rigidez k = 500 lb/pé. Determine a forga nos
cabos e a deformacdo da mola para a condicdo de equilibrio. O cabo AD estd localizado no

plano x-y e o cabo AC no plano x-z.

Prof. Marcio Varela
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25. A mola ABC da figura tem rigidez de 500 N/m e comprimento sem deformacdo de 6 m.
Determine a forca horizontal F splicada a corda que esta presa no pequeno anel B, de modo

que o deslocamento do anel em relagdo aos apoios seja de d = 1,5 m.

L
5 25 =6 S @ -F=0 y
‘/11.25 T
o . $1
F (—.Ax
T = ks = S00Y2 ¥ (15 - 3) = 177.05 N g
6tm
F=158N Ans

26. A mola tem rigidez k = 800 N/m e comprimento de 200 mm sem deformac&o. Determine a

forga nos cabos BC e BD quando a mola é mantida na posicao mostrada na figura.

Tbc.Forc:c in The Spring : ‘l'hespdngsmhusﬂ-{,stls-o.z {:E o
=03m. Applying Eq.3 -2, we have i
F, =ks=800{(0.3) = 240N
- - 400 mm
Eqnﬂiouf of Equilibrium : A  k=800Nm p._
i T
L )
:}ZF:IO; .'-;coosds"-i-!io[;}—m:o
070715 +08F, = 240 0 - 200 mm
12520 fsinase-Fp(3)=0 B
: =0.8485F,
. 5(‘ 8D [2’ - 500 mm 400 mm
Solving Egs. [1] and (2] yields,
| Fp=17TIN _Fo=145N Ans
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i

27. Determine a intensidade e os angulos dos sentidos das coordenadas da forga F da figura

abaixo necessarios para o equilibrio do ponto material O.
B Z

=% A

6m K l'.." F

(a)
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28. Determine a forca desenvolvida em cada cabo usado para suportar a caixa de 180 kgf na

figura abaixo.

-.,_

_—“——‘-‘

-

D =t
CondicaodeEquilibrio: «—

> F=0 ‘h
S F =F, +F +F, +Peso=0 .-

D> F =0

{- 0318CF, - 0318[F. +F,}i =0

2.F, =0

{- 0424F, + 0424(F }j =0

D> F =0

{+ 0B48LF, + 0848[F. -183k =0

Resolvendm sistema
Fs = F. =10613kdf;
Fy, = 6750kgf

co

VetoresPosicaa

={-09i -12j + 24k}
r ={-09i +12j + 2,4k}
rp ={1i}

VetoreLartesians:

L . [Er_Bj:F E{ ~ 09 -12) + 24k }
vl |rB| ° \/(—0,9)2+(—],2)2+(2,4)2

s ={— 0318[Fi — 0424[F, j + 0848[Fk}

F.=F [Er_cj:F I{ _0,9i+1,2j+214k }
c c |rc| c \/(_0'9)2 +(+1.2)2 + (2’4)2

={- 0318[Fi + 0424[F_ j + 0848[F.k}

Fo = Fpl
Peso=180kgf
Casointeressesabersangulos
A& A A,
sa = —* cosf =— cosy =—=
o A 4 A
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29. Determine o comprimento do lado BC da chapa triangular. Resolva o problema calculando
a intensidade de rBC. Em seguida, verifique o resultado calculando primeiro 6, rAB e rAC e

depois use a lei do cosseno.

¢ flc'(3i+2;j-4l} m Oam"(':_:cﬁl).“-lm
roca W =539m  Ams  6=74219

e 3m— Also, rac = /(5.0990) + (3.6056)’ - 2(5.0990) (3.6056) cos 74.219°
r4c=(3l+4;tj-lk}m rac=539m  Ams

rac =GP +@P+ (1) = 5.0990 m

s ={2j+3k}lm

rap =y Q2P + (3 =3.6056 m

Tac: Tas =0+4(2)+(-1)(3)=$

30. A caixa de 100kgf abaixo, é suportada por trés cordas, uma delas acoplada a mola

mostrada. Determine a forca nas cordas AC e AD e a deformagdo da mola.

4 D
i

ﬂ'y *

c i
L. 2 7 m

B\o1357 o
1207 N\
e 1 >
; & |

" k=15kN/mY
X 3

i

A\

{a)

31. Os trés cabos sdo usados para suportar a lumindria de 800 N. Determine a forga

desenvolvida em cada cabo para a condi¢ao de equilibrio.

e

IE =0 raﬂp ~800= 0 \
Iip = 120 kN Ans %

) o ¥ |
cg o2 4o | |

JE =0 ' £(1200) + B =0 P v
Fic = 040N ' l — "
fac Ans Pt .| o)

00N

4
I =0, ~(2)(1200) + B, = 0

Fi» = 0.80 kN Ans
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32. Uma forga F com intensidade F = 100 N atua ao longo da diagonal do paralelepipedo.

Determine o momento de F em relagao ao ponto A, utiIiz?ndo Ma=rbXFeMy=rcXF.

F = 100 (-—0.41 +06j+0.2 k)

0.7483

F={-535{+802j+267k}N

i ]k -
My=g, xF=[ 0  -06 0J={—l60i 321k} N '
; .01 = 32, . A ¥
- 535 802 26 m - .
F [}

Also, / y 200 mm
‘ i i ¥ ]
i - ]

. B L Y R y. r 4
a=tcxF=1-04 0 02]={-160i-321k}N-m Aas | 400 mm
53.5 80.2 26 g‘ o F
600 mm

32a. Determine o momento causado no ponto O pela forca aplicada em A. (Vetor Cartesiano)

32b. Determine o momento causado no ponto P pela for¢a aplicada em A. (Vetor Cartesiano)

F = {60i — 30j — 20k} N \
T

Im

- Tm 0
4 m

'_‘c'
£ 6m - "

RE:

X

33. Determine a internsidade do momento de cada uma das trés forcas em relacdo ao eixo AB.

Resolva o problema da forma ESCALAR. (2,5 pontos)

b) Scalar Ahalysis : Since moment arm from force F; and F, is equalto -
zero, Hence |
' (Myp); = (My3), =0 : Ans

Moment arm d from force F; to axis AB is d = 1.5sin 53.13° = 120 m,
Hence 5

(Myy), = F,d=60(120) = 720N m Ans
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34. Determine o valor do momento causado pela for¢a F = { 600i + 300j — 600k}N no ponto A.

r= {021+ 12} m

i . ok
02 12 0 I
600 300

M, = {~720i + 120§ — 660k} N:m Ans

My =r3xF =

35. A laje da figura esta submetida a quatro colunas paralelas com cargas. Determine a forga

resultante equivalente e especifique a sua posi¢do (x, y) sobre a laje. Considere F1 =30 kN e F2

=40 kN.

+TH=2F; K =-30-50-40-20=—140kN = 140kN {

(Mp), =ZM,;  ~140y ==50(3) ~30(11) - 40(13)
. y=714m
(Mp), =IM,;  140x = 50(4) +20(10) +40(10)

. x=5T7lm

Prof. Marcio Varela
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36. Substitua as forcas e todos os momentos por uma forca e um momento equivalentes no
ponto O. Levar, também, em consideracdo os momentos causados pelas for¢as no ponto em

questdo. Usar notacgdo vetorial cartesiana.
Force And M;'ommt Vectors :
F,i= {300k} N . B ={100j}N

F; = 200{cos 45°% - sind5°k} N
={141.42i~ 141.42k} N

M, = {100k} N-m

M, = 180 {c0s 45 - sind$°k} N-m
={127.28i~127.28k} N-m

Equivalens Force and Couple Moment At Point O :

Fy =IF; | F’,=F,+F2+F! . el
= 141,42i + 100,05+ (300- 141.42) k )
i:l

QUN ~m

={141i + 100+ 159k} N Ans

mwmmq = {05)} mand £ = {1.1j} m,

M":f%; M'. =5 x Fl+r! XFI'PM] +h‘2

i i k
=0 0.5 ’gJ
o 0
i i k
+ 0 L1 o
4142 0 _j414

+ 100k + 127.28i - 127.28k

'{]w“lm}".m Ans

37. A chave de boca é usada para soltar o parafuso. Determine o momento de cada forga em

relagdo ao eixo do parafuso que passa através do ponto O.

——— 250 mm- e 200 mm—=
| (+ (M), = 100cos 15°(0.25)
- AT . =24I1N-m (Couutercléclmisc) Ans
] (¢ (M5),=s0sin65°(02)
| . =14.5N-m (Counterclockwise) Ans
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Exercicios 37 e 38.
F, =3751b

- ¥ péﬂ - s {:.I PL?S B 5 Ikﬁ':_q -

-

Fy=1601b

37. Determine o momento em relacdo ao ponto A de cada uma das trés forgas agindo

sobre a viga e 0 momento resultante.

£+ (M,-')'; =-375(B)
- =-30000b-fi=3.00kip-ft (Clockwise) Ans

% 4
(+ (m), =~soo(§)(14)
=-56001b-fi=5.60kip-ft  (Clockwise) Ans

+ (M ) . = ~160(cos 30°}(19) + 160sin 30°(0.5)
=~25031b-fi=2.59kip-ft  (Clockwise) Ans

38. Determine o momento em relagdo ao ponto B de cada uma das trés forcas agindo

sobre a viga e o momento resultante.

g (M,,,’)é =375(11)
(=41251b-ft=4.125 kip - ft (Counterclockwise) Ans

: 4
£ (), =002 s
=20001b-ft=2.00kip- ft (Counterclockwise) Ans

(‘+ (M), = 160sin 30°(0.5) - 160cos 30°(0)
=40.01b-ft  (Counterclockwise ) Ans
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39. Usando a analise vetorial cartesiana determine o momento resultante das trés forgcas em

relacdo a base da coluna em A. Dado F1 = {400i + 300j + 120K}N.

L]

|
(M) o 4 kJ F"B—— 1
ah =10 0 12 = {361 + 485} kN. 2, = {100i - 100 - 60k )]
400 300 13 i} kKN-m F» = {100i - 100j ﬁon}N’(
- 4m
o Ii F ok
42 =10 0 12’-1.2: .
100 —100 ¢ {12t + 125} kN-m
i j. k ‘
(AIA); = [0 ~1 Om)l = {0.5i} kN-m F; = { - S00k}N
00 -soo °
5 m
Ma=”3-6*1.2+0.5=_1_90m_m 1m
My, =48+ 12 = 600 kN-m
y

M\z"’"’o

. Mg = {~1.90i + 6.00j} kN-m Ans

1 — Determine as reacds de apoio das estruturas abaixo.

!

15.0 kN

10.0 KNm 80 kNm/_\

; 10.0 kN

m.o KNm
»
>

; 10.0 kN

\{ 15.0 kN
44., <4—

10,0 kNm mao KNm
5.0 kN 5.0 kN
‘ 1,00 m 1.00 m 200m 200m 1.00 m 1.00 m ‘
10.00 kN/m 25.00 KN/m 10,00 KN/m
LITTITITT CILTLLLLLLLLLILLL [TTTILITT]
|-
L

; 250 kN

1.00 m

16.0 kN
I

L 1.00 m 1.00 m 200 m 200 m 1.00 m

A

] 20 KN ,%
BT e, m—
[ «— | 4 pés ok
T om _| I. 2 cos 30° pés
o 3.0m _‘ ()
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100 N

.
N

o Ié i SO0N
I 2 m ]
{a)
- 2n
e '
I1m
—————— 7 kN 0
4m
T {d}
= =
4] (e)
JI
a)
- ; :
el 4 .
o F% ,;‘r’
L1mm T .00 m T= 200 m I 200 m 1 L0 m I I.OCIMJ
b)

OO kHA

TR TN [T _—

m [TTTTTITT]
:’-‘% | 150
L 100 ™ —)L 108 m . 206 m + 200 m 100 m J— 100 m —_‘
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E ]
o jl T T sown~ [TITIIITY

15.0 kN

10.00 KN/m
mS .0 KNm

5.0 kN |

‘e 1.00 m i 1.00 m 200 m =1< 200 m =< 1.00 m 1.00 m 91

\ 4

25.0 kN

20.0 kNm

Z Z

Q o

< Q 10.00 KN/m
20.0 kNm

i 200 m

; 20.0 kN

i

2.00 m i 1.00 m 1.00m

|
ST LTI T
|

1.00m ! 1.00 m

=4
3

250 kN

1000 KN/m & ‘

&llllllllllllllllllllllllllit 0w

1.00 m = 200 m /!\ 200 m /'\ﬁ 1.00 m /l\ 1.00 m 9‘

30.0 kKNm m
le 1.00 m

)

25.0 kN

15.0 kN

10.00 kN/m

10.00 kN/m
mso KNm
’ 50 kN L %;
P 1.00 m 1.00 m 200m >< 200m ><—100m 91% 1.00m 9‘

h) 700 N

\ 4
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